
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ  

РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

 

ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 

«ГРАНИТ НАУКИ» 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ 

 

Методические указания для подготовки к заключительному туру олимпиады  

в 2025/2026 учебном году 

для 11 классов 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Санкт-Петербург,  2026 



Олимпиада школьников «Гранит науки» 2025/2026
3 

2 

 

 

 

 

 

СОДЕРЖАНИЕ 

 

МАТЕМАТИКА .......................................................................................................................................... 3 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ .............................................................. 4 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА ................................................................... 5 

ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ ................................................................................................. 10 

ЛОГИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ, ЗАДАЧИ НА ВЕРОЯТНОСТЬ ............................................................... 14 

ТРИГОНОМЕТРИЯ .............................................................................................................................. 15 

ПРОГРЕССИИ ....................................................................................................................................... 18 

ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ ........................................................... 20 

НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ................................................................................. 22 

СТЕРЕОМЕТРИЯ ................................................................................................................................. 25 

ФИЗИКА .................................................................................................................................................... 29 

СТРУКТУРА БИЛЕТА И МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ ЗАДАНИЙ 

ОЛИМПИАДЫ ...................................................................................................................................... 30 

ПРИМЕРНЫЙ ПЛАН РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ........................................................................................ 31 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ .......................................................................................................... 31 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ ....................................................................... 32 

РЕКОМЕНДУЕМАЯ ЛИТЕРАТУРА .................................................................................................. 35 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Олимпиада школьников «Гранит науки» 2025/2026
6 

 

3 

 

 

МАТЕМАТИКА 

Олимпиада по математике проводится только в письменной форме. Предлагаемые задачи, 

хотя и не выходят за рамки школьного курса математики,  требуют творческого подхода, отличного 

владения материалом и определенной эрудиции. Разнообразие приемов и методов решения 

настолько велико, что собрать их в коротком пособии невозможно, подобранные задачи лишь 

позволяют увидеть уровень сложности и вспомнить некоторые наиболее распространенные 

моменты. Разделение задач по темам весьма условно, так как при решении задач из одной темы 

могут понадобиться сведения из других тем.  

Каждый участник олимпиады получает вариант, содержащий пять заданий по математике. 

Они могут включать все темы школьного курса математики. При решении следует учитывать, что 

в вариант включены задания разной сложности в порядке возрастания их номера. Соответственно, 

выполнение более сложного задания оценивается большим числом баллов.  

Все числовые ответы должны быть приведены точно, поэтому не нужно переводить 

обыкновенные дроби в десятичные и  заменять значения иррациональных чисел их приближенными 

значениями в виде десятичных дробей (то есть  нельзя вместо 3  писать 1, 7) . В решениях также 

требуется выполнить все необходимые математические выкладки и строго обосновать все 

логические переходы. 
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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ 

 

Такие задачи обычно решаются элементарными приемами:  

- применение формул сокращенного умножения; 

- возведение в степень и извлечение корня; 

- преобразование более общего выражения с последующим возвращением к исходному. 

 

Задача 1. Вычислить   154154  . 

Решение. Заметив, что данное выражение отрицательно, возведем его в квадрат: 







  1541542154154154154

2

 

6151628  . 

Следовательно, 6154154  .  

Ответ. 6 . 

 

Задача 2. Упростить и вычислить 33
6752667526  . 

Решение. Обозначим A 33 6752667526 . Тогда 







 

3
2

33 6752667526367526A
 







  6752667526675263

2
33

 

   




 

333 67526675266752667526352  

.352675676352 AA   

Решение кубического уравнения 

05233  AA
 

находим разложением левой части на множители: 

     04364012364 33 AAAA  

   01344 2  AAA  .4A  

Ответ. 4 . 

 

Задача 3. Упростить выражение  
























 










11

1
1

22

22 2
2

qp

q

q

pq

qp

pq
qpqp . 

Решение. Чтобы упростить первый множитель, воспользуемся определением квадратного 

корня: 

qpqpqp  22 2 .  

Тогда получим 
























 










11

1
1

22

22 2
2

qp

q

q

pq

qp

pq
qpqp =  

= 

















qp

p

qp

q

qp

pq
qp

22

2
||  



Олимпиада школьников «Гранит науки» 2025/2026
6 

 

5 

 

 

= 





22

222
||

qp

pqpqpqpq
qp  

=
 

  
 

 
  









)sgn(

||||
2

qpqp
qp

qpqp

qpqp

qpqp
 











.,

;,

qpqp

qpqp
 

Ответ.     qp 
 
при qp  , 

   qp  
при qp  . 

 

Задача 4. Представить в виде несократимой дроби 

2020

23
9

2019

1996
2

2020

1997
13

2019

23
6

2020

23
7  . 

Решение. Обозначим 
2019

23
,

2020

23
 ba . Тогда данное выражение запишется в виде:  

 ababa 9)3)(14()6)(7(  

.
2020

483

2020

2321
219143427642 


 aaabbaabba Ответ. .

2020

483
 

 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 

 

 

Основные методы решения алгебраических уравнений: 

- разложение на множители; 

- тождественные преобразования; 

- замена неизвестной, 

- графическая интерпретация. 

Решение уравнений в целых или натуральных числах рассматриваются в параграфе 

«Элементарная теория чисел». 

При решении и доказательстве алгебраических неравенств следует обратить внимание на 

следующие распространенные приемы: 

- доказательство неравенств на основе определения; 

- выделение квадратов или других степеней; 

- последовательные оценки; 

- метод математической индукции; 

- использование специальных и классических неравенств; 

- использование элементов математического анализа; 

- использование геометрических аналогий. 

 

Задача 5. Решить уравнение:  

)3()2()1(
941



























 xxx

x
x

x
x

x
x . 

Решение. Уравнение имеет смысл при 0x . Приведя к общему знаменателю,  получим: 

)3()2()1(
941 222










xxx
x

x

x

x

x

x
; 

)3)(2)(1(
)3)(3()2)(2()1)(1(










xxx
x

xx

x

xx

x

xx
.  

Значения 3,2,1x  - решения данного уравнения. Сократим на общие множители: 

3)3()2()1( xxxx  ;   323 6116 xxxx  ;  
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06116 2  xx . 

Дискриминант  23D , следовательно, других действительных решений исходное 

уравнение не имеет. 

Ответ. 3,2,1x . 

 

Задача 6. Решить уравнение  

.0
5

3

4

1

3

4

2

4

1

13

















xxxxxx
 

Решение. В уравнении  

0
5

3

4

1

3

4

2

4

1

13

















xxxxxx
 

положим  .2/5 yx   Тогда заданное уравнение примет вид:  

0

2

1

1

2

1

1
4

2

3

1

2

3

1

2

5

1

2

5

1
3 











































































 yyyyyy

 

или .0

2

1

4

2

3

1

2

5

3
2

2
2

2
2

2
2























































 yyy

y  

Отсюда 2/50  xy  или 

0
4

25

4

9
4

4

1

4

25

4

1

4

9
3 222222 





















































 yyyyyy . 

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, получим 

,0
2

119
488 24  yy  

откуда находим: 

.
2

7
,

2

17
,

8

1024

8

119457624
4,32,1

2 





 yyy  

Ответ. .
2

7

2

5
;

2

17

2

5
;

2

5
5,43,21  xxx  

 

Задача 7. Доказать, что .366...666   

Доказательство.  

Используя очевидное неравенство 362  ,
 
 оценим левую часть: 

 

 66...66  

39363...6636...6  , 

 

Задача 8.  a, b, c − стороны треугольника, Доказать, что  
 

 

a3+b3+3abc > c3. 
 

Решение. Используя неравенство треугольника a+b>c и неравенство  a2-ab+b2>0, получим 

цепочку неравенств: 
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>+3abcab+baa+b+3abc = +ba 2233 ))((   
 

.)()2(3)( 322222 cbacbabacabcbabac  .
 

 

Задача 9. Про положительные числа a, b, c известно, что  

cba
cba


111

. 

Доказать, что a + b + c > 3abc. 

Доказательство.  

Сначала докажем, что имеет место неравенство 

(a+b+c)2 > 3(ab+bc+ca) : 

0)()()( 222  accbba ; 

)(2)(2 222 acbcabcba  ; 

acbcabcba  222 . 

Прибавив к обеим частям )(2 acbcab  , будем иметь: 

)(3)(2222 acbcabacbcabcba  , что равносильно 

)(3)( 2 acbcabcba  . 

Умножая неравенство cba
cba


111

на общий знаменатель, получим равносильное 

неравенство: 

abccbaabacbc )(  . 

По доказанному выше: 

abccbaabacbcсba )(3)(3)( 2  . 

 

Задача 10. Доказать, что если a+b+c 3  и 0,0,0  cba , то справедливо неравенство: 

.
2

3

111








 c

c

b

b

a

a
 

Доказательство.  

Если а ≤ b ≤ c, x ≤ y ≤ z,  то  сумма произведений  сz + by + ax  будет принимать максимально

е значение из всех сумм,  составленных 

из попарных произведений множителей a, b, c   и  x, y, z,  а сумма  az + by + cx, будет принимать ми

нимальное значение из всех таких возможных сумм (почему?).  

Если cba  , то 
1

1

1

1

1

1
111










cba
cba . 

Smin=
111 





 c

c

b

b

a

a
. Все остальные суммы, составленные из попарных произведений 

множителей a, b, c  и 
1

1
,

1

1
,

1

1

 cba
, будут больше. Тогда 

111111 














 a

c

c

b

b

a

c

c

b

b

a

a
; 

111111 














 a

b

c

a

b

c

c

c

b

b

a

a
. 

 

 

Сложив эти неравенства, получим: 
 
































1

3

1

3

1

3

111
2 min

a

a

c

c

b

b

a

cb

c

ba

b

ca
S
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















1

333

1

333

1

333

c

ccc

a

aaa

b

bbb
 

 

















1

4)1(3

1

4)1(3

1

4)1(3

c

cc

a

aa

b

bb
 

 











1

4
3

1

4
3

1

4
3

c

c

a

a

b

b

 
 

min49
111

49 S
c

c

a

a

b

b

















 min49 S  

 

Таким образом, minmin 492 SS  , 96 min S . Следовательно,  Smin
2

3
. 

Задача 11. Пусть x, y  вещественные неотрицательные числа, такие, что   x + y = 2. Доказать, 

что   .22222  yxyx  

Доказательство. Известно, что среднее геометрическое не превосходит среднее 

арифметическое xy
yx




2
. Так как x, y вещественные неотрицательные числа, то xy

yx




4

)( 2

. По условию  x + y = 2, следовательно, xy
4

4
, то есть  1xy  122 yx .  

Кроме того, 

16,16,4,4,2,22 4422  yxyxyxyx . 

В этом случае (см. предыдущую задачу):   
22444224 yxyxyxyx  ,  

21)11()1()( 22222222  yxyxyxyx . 

 

Задача 12. Для любых положительных чисел  a, b, c   доказать, что справедливо неравенство: 

2

3








 ba

c

ca

b

cb

a
. 

Доказательство. 

Пусть ,,, cazcbybax   тогда левая часть данного неравенства примет вид: 








 








x

xzy

z

zyx

y

yzx
S

2

1
 

),3(
2

1


y

z

z

y

x

z

z

x

x

y

y

x
 

а так как ,2,2,2 
y

z

z

y

х

z

z

х

x

y

y

x
 то 

2

3
)36(

2

1
S . 

 

Задача 13. Верно ли, что для любых чисел  ba 0 выполнено неравенство:

)(32)( 666 baba  . 

Решение. Данное неравенство равносильно  неравенству 1
)(32

)(
66

6






ba

ba
. Рассмотрим 

функцию 
)(32

)(
)(

66

6

bx

bx
xf




 , непрерывную на );0( x  при x  (0; b]. Найдем производную:  
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





2662

65665

)(32

)(632)(32)(6
)('

bx

bxxbxbx
xf












266

5665

266

5665

)(32

))()(()(6

)(32

))()(()(6

bx

bxxbxbx

bx

bxxbxbx
 

0
)(32

)()(6

)(32

))()(6
266

555

266

565












bx

xbbxb

bx

bxbbx
. 

Поскольку производная положительна, то функция возрастает, и 1)()(  bfxf . Следовательно, 

1
)(32

)(
66

6






ba

ba
. 

 

Задача 14. Доказать, что при любом натуральном n большем 1 справедливо двойное 

неравенство: n
n

n 2
1

...
3

1

2

1
1  . 

Доказательство (метод математической индукции). 

База: при 2n  неравенство 22
2

1
12   очевидно. 

Предположение индукции: пусть для kn   утверждение верно, то есть 

k
k

k 2
1

...
3

1

2

1
1  .  

Индукционный переход: докажем истинность утверждения для 1 kn . 

1

1
2

1

11
...

3

1

2

1
1

1

1










k
k

kkk
k  

1

12

1

11
...

3

1

2

1
1

1

1 22













k

kk

kkk

kk
,  

откуда получим 

1

22

1

11
...

3

1

2

1
1

1

1













k

k

kkk

k
. 

Здесь воспользовались неравенством  
2

12  kkkk , которое можно проверить 

непосредственным возведением в квадрат. Сокращая, получим требуемое неравенство:  

12
1

11
...

3

1

2

1
11 


 k

kk
k . 

Таким образом, утверждение верно для любых 1n . 

Задача 15. Доказать, что при натуральном 1n  и 1x  справедливо неравенство

nnn xx 2)1()1(  . 

Доказательство (метод математической индукции). 

База. При n = 2 неравенство верно. Действительно, имеет 

222222 2222121)1()1(  xxxxxxx . 

Предположение. Пусть неравенство верно при  n = k:  

kkk xx 2)1()1(  . 

Индукционный переход. Докажем для n = k +1: 
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    22)1()1()1()1()1()1( 11   kkkkk xxxxxx ; 

111 2)1()1(   kkk xx . 

Неравенство доказано для любого натурального n > 1. 

  

ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ  

 

В элементарной теории чисел существует богатейшее разнообразие задач и методов их 

решения, и перечислить их все не представляется возможным. К основным приемам относятся: 

- разложение чисел на простые множители (основная теорема арифметики); 

- изучение остатков от деления на некоторое число; 

- перебор всех различных возможностей; 

- метод математической индукции. 

 

Задача 16. Доказать, что число (10002020 − 1)  является составным.  

Доказательство. Заметим, что число 10002020 содержит 1 и 6060 нулей, при вычитании из него 

1 получим число, состоящее из 6060 девяток. Оно делится на 9, следовательно, является составным.  

 

Задача 17. Вычислите  (99…9)2, если в записи числа 99…9 имеется 𝑛 девяток. 

 

Решение. 11010...1009...99  n

нулейnдевятокn
. 

10....0089......99110210)110(9...99
11

22
2

нольnдевяткаn

nnn

девятокn 









 

Замечание. Попробуйте доказать это по методу математической индукции. 

 

Задача 18. Доказать, что сумма произведения четырех последовательных целых чисел и 

единицы есть точный квадрат. 

Решение. Обозначим наименьшее из этих чисел n, тогда: 

=1)23)(3(1)3)(2)(1( 22   + n++nn+ n = +n+n+n+n  

.1) + 3 +( = 1 + )3 + 2( + )3 + ( 22222 nnnnnn  

 

Задача 19. Существует ли представление числа 
20205  в виде произведения 

5917 yx   для 

натуральных yx, ? 

Решение. Такое представление существует (и не единственное). Для его построения 

представим 2020 в виде какой-нибудь линейной комбинации чисел 17 и 59, например, имеет 

592317392020  . 

Тогда 
5923173959231739592317392020 )5()5(5555  

. 

Ответ. .5;5 2339  yx  

Замечание. Верно ли, что всякое натуральное число n можно представить в виде blakn   

для любых Nlk , , если Zba , ? 

 

Задача 20. Решить в натуральных числах уравнение 365313028  zyx . 

Решение. Уравнение имеет очевидное решение 1x , 4y , 7z  (365 дней в году 

складываются из 28 дней февраля, 30 дней апреля, июня, сентября и ноября и 31 дня января, марта, 

мая, июля, августа, октября и декабря).  

В силу натуральности неизвестных и условия 365313028  zyx  выполнены неравенства 

111  x , 101  y , 101  z . Покажем, что сумма 12 zyx . Предположим противное, тогда 

11 zyx  или 13 zyx . 
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Если 11 zyx , то  

 zyxzyx 313131313028 3653411131)(31  zyx  

Если 13 zyx , то  

3653695132832)(28313028  zyzyxzyx . 

Рассмотрим теперь остатки от деления на 5 левой и правой частей уравнения 

365313028  zyx . Так как 30 и 365 делятся на 5 без остатка, а коэффициенты 28 и 31 дают 

остатки 3 и 1, то zx 3  делится на 5, то есть kzx 53  . 

Перебором значений x и k находим  

7;21  zx , тогда 








;7,4,1

;2,10,1

zyx

zyx
 

9;42  zx , тогда 








;9,1,2

;4,6,2

zyx

zyx
 

6;13  zx , тогда 







;6,3,3

;1,8,3

zyx

zyx
 

и так далее. 

Учитывая, что z должно быть нечетным (коэффициенты 28 и 30 – четные, 31 и 365 – 

нечетные), и подставляя в исходное уравнение, получим второе решение 2x , 1y , 9z . 

Ответ. 1x , 4y , 7z   или 2x , 1y , 9z . 

 

Задача 21. Решить в целых числах уравнение 

365313028  zyx . 

Ответ. )5,7,0(),5,8,10(),3,10,1(),9,1,2(),7,4,1(  . 

 

Задача 22. На круизном лайнере находится от 250 до 400 путешественников. Если рассадить 

их в спасательные шлюпки, вмещающие 15 человек, то семерым не хватит места, а если разместить 

путешественников на плотах, рассчитанных на 25 человек, то останется 8 свободных мест. Сколько 

всего путешественников на лайнере? 

Решение: Пусть a − число путешественников. По условию:  









,825

;8)1(15715

la

kka










.25)8(

;15)8(





a

a
 75)8( a . 

Число 8a следует искать среди чисел, кратных 75: 225, 300, 375, 450,…, откуда 292, 367a 

. 

Ответ. 292, 367a  . 

Задача 23. Из книги объемом менее 500 страниц вырвали один лист. Сумма цифр номера 

страницы с одной стороны равна 10, а с другой − 11. Если из меньшего номера вычесть единицу, то 

оно будет делиться на 10, а если к большему добавить единицу, то оно будет делиться на 11. Найти 

номера страниц на вырванном листе.  

Решение. Искомые номера – это подряд идущие натуральные числа, а значит,  одно из них 

четное. По условию, если из меньшего числа вычесть 1, оно будет делиться на 10, следовательно, 

большее число четное и оканчивается на 2. Кроме того, после его увеличения на 1 оно будет 

делиться на 11 и оканчиваться цифрой 3. Рассмотрим числа, делящиеся на 11, оканчивающиеся 

цифрой 3 и меньшие 500. Такими числами будут 33 и 363, а по условию задачи в искомом числе 

сумма цифр равна 11, следовательно, номера страниц равны 361 и 362. 

Ответ. 361 и 362. 

 

Задача 24. В турнире  участвовали ученики 10 и 11 классов. Каждый сыграл с каждым один 

раз. За победу участник получал 2 очка, за ничью — 1 очко, за проигрыш — 0 очков. 

Одиннадцатиклассников было в 10 раз больше, чем десятиклассников, и они вместе набрали в 4,5 

раза больше очков, нежели все десятиклассники. Сколько очков набрал самый успешный 
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десятиклассник? 

Решение. Пусть в турнире приняло участие a десятиклассников, которые заработали b очков. 

Тогда играли 10a  одиннадцатиклассников, которые заработали 4,5b  очков. В каждой партии 

разыгрывают 2 очка, всего 11a игроков  играют 
2

)111(11 aa
 партий. Значит, из условия задачи 

следует соотношение 

11a(11a– 1) = 5,5b, откуда   b= 2a(11a– 1). 

Каждый участник играет 11a– 1 партий. Значит, каждый десятиклассник может набрать 

максимум 2(11a– 1) очков, если выиграет все игры. Так как a  десятиклассников набрали  2a(11a– 

1), они выиграли все свои игры. 

Если в турнире участвовало хотя бы два десятиклассника, то в игре между собой один из них 

не выиграл – противоречие. Значит, был только один десятиклассник, т. е. a = 1. Он набрал  

2(11a– 1) = 20 очков. 

Ответ. 20. 

 

Задача 25. На доске написаны три различных числа от 1 до 9. Одним ходом разрешается либо 

прибавить к двум из чисел 1, либо вычесть из всех чисел по 1. Верно ли, что сделав не более 30 

таких ходов, всегда можно добиться того, чтобы на доске остались только нули?  

Решение. Пусть сначала на доске были написаны числа 1,8 и 9, и через несколько ходов из 

них получились нули. Изучим, как меняются разности между вторым и первым числом, а также 

между третьим и первым числом. Изначально они равны 7 и 8. При вычитании трёх единиц разности 

не меняются. Если единицы прибавляются к первым двум числам, то первая разность не меняется, 

а вторая уменьшается на 1. Аналогично, если единицы прибавляются к первому и третьему числам, 

то первая разность уменьшается на 1, а вторая не меняется. Наконец, при прибавлении к последним 

числам разности увеличиваются. Итак, поскольку первая разность уменьшилась на 7, а вторая - на 

8, то к первому числу единица прибавлялась не меньше, чем 7 + 8 = 15 раз. Значит, из него должны 

были хотя бы 16 раз вычитать единицу, так как в конце оно стало нулём. Поэтому итоговое 

количество операций не меньше, чем 15 + 16 = 31.  

Ответ. Неверно.  

Задача 26. В шахматном турнире участвовали два ученика 9-го класса и несколько учеников 

10-го класса. Каждый ученик играл с каждым из остальных участников турнира один раз. Два 

девятиклассника вместе набрали 8 очков, а все десятиклассники набрали по одному числу очков. 

Сколько десятиклассников участвовало в турнире? (При игре в шахматы за победу дается 1 очко, за 

ничью – 0.5 очка, за проигрыш – 0 очков) 

 

Решение. Обозначим за х число десятиклассников, а за у - число очков, набранных каждым 

из них. Тогда число очков, набранных всеми участниками турнира, равно 8xy  . Оно равно числу 

сыгранных партий, так как за одну партию дают одно очко. Число сыгранных партий найдем по 

формуле сочетаний без повторений: 

 

  2

2

1 2
,

2x

x x
С



 


 

тогда  

  1 2
8 .

2

x x
xy

 
 

  

Отсюда 

 2 3 14.x x y  
 

Перебором находим, что х=7 или х=14. 

Ответ. 7 или 14. 

 

Задача 27. Указать какую-либо пару натуральных чисел  

),( ba  такую что: 
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а) число  ab a b  не делится на 7; 

б)  
7 7 7a b a b    делится на 77. 

Решение. Используя формулу бинома Ньютона, нетрудно доказать тождество 

    
27 7 7 2 27a b a b ab a b a ab b       . 

Остается подобрать числа a
  

и b
 
так, чтобы выражение 

2 2a ab b   делилось на 
37 343 . 

Например, 18a  , 1b  . 

Задача 28. Найти сумму  mmmmm nn  )1(...321 , где Nmn , .  

Решение. 

Запишем по формуле бинома Ньютона следующие равенства 

,11 1 m  

  ,11...11111 1
12

1
1

1
11

 



 m

m
m

m
m

m
mm

CCC  

  ,12...22212 1
12

1
1

1
11

 



 m

m
m

m
m

m
mm

CCC  

  ,13...33313 1
12

1
1

1
11

 



 m

m
m

m
m

m
mm

CCC  

……… 

 

,1)1(...

)1()1()1(1)1(

1

12
1

1
1

11












nC

nCnCnn

m
m

m
m

m
m

mm

  ,1...1 1
12

1
1

1
11

 





nCnCnCnn m
m

m
m

m
m

mm
 

Сложив соответственно левые и правые части этих равенств, получим 

 

.1)...21(...

)...21()...21(1

1

1112
1

1
1

1












nnC

nСnСn

m
m

mmm
m

mmm
m

m

 Обозначим 

),...,2,1(,...21 mkSn k
kkk   и получим 

  .1...1 111
2

1
1

1

1
 


nSCSСSСn m

mmmmm

m
 

Это соотношение позволяет вычислить mS , если известны предшествующие суммы 

121 ,...,, mSSS .  

Так, при 1m , получим 

 

 
,

2

)1()1(1

11...321

1
2

2

1

1
1
2

2

1









nn

C

nn
S

nSСnnS

 

при 2m  

   11...321 1
2
32

1
3

32222
2 nSСSСnnS  

,
6

)12)(1(

1
2

)1(
33133

3

212









nnn
S

n
nn

SnSS

 

при 3m  

 

.
2

)1(
1464

11...321

2

4112

1
1
42

2
43

1
4

43333
3








 




nn
SnSSS

nSСSСSСnnS

 

Сравнивая полученные формулы, можно заметить, что 

сумма кубов n первых чисел натурального ряда равна квадрату их суммы. 
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Задача 29. Найти сумму  33333 54321  .  

Решение. 

22515
2

65
54321 2

2

33333 






 
 . 

Ответ: 225. 

Задача 30. Найти дробь с наименьшим знаменателем, для которой справедливо 

Nnm
n

m
 ,   ,

2022

1

2023

1
. 

Решение. 

mnm
m

n

n

m
2023202220232022

2022

1

2023

1
  

40454046404421  nnmm  

Так как при 2 m интервалы вида  mm 2023,2022  располагаются на числовой оси правее 

числа 4045, то найденное значение 4045n является наименьшим. 

Ответ: 4045. 
 

ЛОГИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ, ЗАДАЧИ НА ВЕРОЯТНОСТЬ 

 

Задача 31 (задача Рамсея). Докажите, что среди любых 6 человек есть либо трое попарно 

знакомых, либо трое попарно незнакомых. 

Решение. Выберем одного человека из шести и назовем его N. Среди оставшихся пяти 

обязательно найдутся либо трое знакомых с ним, либо трое  незнакомых с N. Пусть среди 

оставшихся пяти человек есть трое знакомых с N. Среди этих троих людей либо найдутся двое 

знакомых – тогда они вместе с N образуют нужную тройку, либо они все трое попарно незнакомы, 

и утверждение доказано. Второй случай разбирается аналогично. 

 

Задача 32. В магазине три этажа, перемещаться между которыми можно только на лифте. 

Исследование посещаемости этажей магазина показало, что с начала рабочего дня и до закрытия 

магазина:  

1) из покупателей, входящих в лифт на втором этаже, половина едет на первый этаж, а 

половина - на третий;  

2) среди покупателей, выходящих из лифта, меньше трети делает это на третьем этаже.  

На какой этаж покупатели чаще ездили с первого этажа: на второй или на третий? 

 Решение. Обозначим n12 количество поездок с первого этажа на второй. Аналогично 

определим числа n13, n21, n23, n31, n32. Все поездки разобьём на три группы: поездки на третий этаж, 

поездки с третьего этажа и поездки между первым и вторым этажом. По условию задачи  первая 

группа составляет менее трети всех поездок. С другой стороны, она количественно равна второй, 

так как число покупателей, приехавших на третий этаж равно числу уехавших с третьего этажа. 

Значит, последняя группа составляет более трети всех поездок: 

(n31+n32)=(n13+n23)<(n12+n21). 

Подставляя в это неравенство n21 = n23, получим n13 < n12: с первого этажа чаще ездили на 

второй, нежели на третий. 

Ответ. C первого на третий этаж за этот день приехало меньше покупателей, чем с первого 

на второй. 

 

Задача 33. На острове каждый житель либо рыцарь (всегда говорит правду), либо лжец 

(всегда лжет), либо обычный человек (может как говорить правду, так и лгать). Рыцари считаются 

людьми высшего ранга, обычные люди — среднего, а лжецы — низшего. А, В и С – жители этого 

острова. Один из них — рыцарь, другой — лжец, а третий — обычный человек. А и В сказали 

следующее:  

А: – В по рангу выше, чем С.  

B: – С по рангу выше, чем А.  
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Что ответил С на вопрос: «Кто выше по рангу – А или В?»  

Решение. Переберем варианты, кем может быть житель A.  

Если А−рыцарь, то В −обычный человек, а С − лжец и C ответит: «В».  

Если А лжец, то С рыцарь, а В − обычный человек, и С также ответит: «В».  

Наконец, если А − обычный человек, то В не может быть ни рыцарем (иначе С тоже был бы 

рыцарем, а это невозможно), ни обычным человеком, значит он лжец, но тогда С тоже лжец, что 

невозможно. Значит, A не может быть обычным человеком. Таким образом, C всегда ответит: «В».  

Ответ. B.  

 

Задача 34. Требуется раскрасить шесть граней куба в шесть разных цветов. Сколькими 

различными способами можно это сделать? (Различными считаются те раскраски, которые нельзя 

совместить одну с другой при помощи вращений куба вокруг его центра.) 

 

Решение.  Куб можно повернуть так, чтобы грань, окрашенная 

первым цветом, заняла заданное положение. Для окраски 

противоположной ей грани есть пять различных вариантов; разные 

раскраски противоположной грани дают различные раскраски куба (рис. 

1). 

Среди оставшихся четырёх граней можно выбрать грань, 

окрашенную данным цветом, и перевести её в данное положение (не меняя 

при этом положение первых двух граней).  

Разные раскраски трёх оставшихся граней дают различные 

раскраски куба. Одну из этих граней можно окрасить тремя способами, 

одну из оставшихся – двумя. Всего получим 5 · 3 · 2 = 30  различных раскрасок. 

Ответ. 30 способами. 

 

 

ТРИГОНОМЕТРИЯ 

 

При решении задач по тригонометрии не следует забывать об области определения, особенно, 

если в них используются тангенс, котангенс, арксинус, арккосинус, арккотангенс. Кроме того 

знание графиков этих функций часто оказывается очень полезным. 

Задача 35. Решить уравнение 

3

1
arcsin1arcsin

3

2
arcsin  x

x
. 

Решение. Областью определения функции xarcsin  является интервал ]1;1[ , следовательно, 
















,01;0

;1
3

2
1

;111

xx
x

x

и 














,0

;
9

4
;10

x

x

x

то есть 







 1;

9

4
x . Таким образом, неизвестная принадлежит первой 

четверти. Возьмем синус от обеих частей уравнения: 

3

1
arcsinsin1arcsin

3

2
arcsinsin 








 x

x
. 

По формуле синуса разности имеем 

3

1

3

2
arcsincos11arcsincos

3

2


x
xx

x
. 

Применив основное тригонометрическое тождество, упростим полученное равенство: 

3

1

3

2
1111

3

2
2

2











x
xx

x
; 

 

Рис.1 
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3

1

9

49
1

3

2





x

x
xx

x
;  

  
3

1

9

149




x

xx
, 

откуда имеем  
  

1
149




x

xx
; 04129 2  xx . 

Корни этого уравнения равны 
3

2
2,1 x . 

Ответ.
3

2
2,1 x  

 

Задача 36. Решить неравенство 

0

cos
2

1

13
32

cos
32

sin4

2



















 








 


x

xx

. 

Найдем ОДЗ: 

kxxx 


 2
32

1
cos0cos

2

1
, Zk . 

Поскольку знаменатель положителен, исходное неравенство сводится к неравенству вида 

013
32

cos
32

sin4 






 








 


xx
. Воспользуемся формулой:  

    sinsincossin2 . 

Найдем  

   0133/2sinsin2 x  

или 

0132/32sin2 x  2/1sin x (рис. 1)  

  6/72;6/2  kkx . 

С учетом ОДЗ получим  

 3/2;6/2  kkx  

  6/72;3/2  kk , Zk . 

Ответ.  3/2;6/2  kkx  

  6/72;3/2  kk ,   Zk  . 

Задача 37. Вычислить значение выражения  

 160cos130sin260cos . 

Решение. Преобразуем данное выражение и воспользуемся формулами приведения: 
 160cos130sin260cos  

 
 )20180cos()50180sin()10270cos(  

 

 
 20cos)50sin10(sin)20cos(50sin10sin  

 

 (по формуле произведения синусов) 

 

Рис.2 

О  

y 

x 
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







 20cos

2

1
40cos

2

1
20cos)60cos40(cos

2

1
 

 








4

20cos20cos40cos2
20cos

4

140cos2
 

 

 (по формуле произведения косинусов) 

 

8

1

4

60cos

4

20cos)60cos20(cos
2

1
2








 . 

Ответ. 1/8. 

 

Задача 38. Решить уравнение 

xxxx  8162ctgtg 2222 . 

Решение. ОДЗ  уравнения xxxx  8162ctgtg 2222   определяется неравенствами 

lxkx 


 ,
2

, Zlk , .  

Преобразуем левую  часть  уравнения: 





xx

xx

x

x

x

x
xx

22

44

2

2

2

2
22

cossin

cossin

sin

cos

cos

sin
ctgtg  








xx

xx

xx

xxxx
22

22

22

22222

cossin

cossin21

cossin

cossin2)cos(sin
 

. 

 

Очевидно, что наименьшее значение левой части уравнения равно 2 и достигается 

при  12sin 2 x , откуда  

Znnx n 

 ,

2
)1(2 , Zn

n
x n 





 ,

24
)1( . 

Правая часть уравнения представляет собой 

квадратный трехчлен  и достигает наибольшего значения, 

равного 2, при условии  0)4( 2 x , то есть 
4

π
x  . 

Сравнивая полученные результаты, получим, что 

равенство левой и правой частей уравнения возможно лишь 

при 
4


x . 

Ответ. 
4


x . 

 

Замечание. Графическое решение уравнения также 

приветствуется при условии объяснения построений, 

например, с помощью элементарных преобразований 

графиков тангенса и котангенса и их суперпозиции (рис. 3). 

 

 

 

 

xxxxx

xx

2sin

4
2

cossin

1
2

cossin

1cossin2
22222

22






Рис.3 

2 

x 

y 
y = tg2x+ctg2x 

/4 

 

О 
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Задача 39. Решить систему уравнений 













).23(3tgtg

;
4

yx

yx
 

Решение: ОДЗ: nπ
π

yx 
2

, . 

 










233tgtg

4

yx

yx


   ,323
4

tgtg 







 xx

  233

4
coscos

4
sin






















 

xx

  

  .233

4
2cos

4
cos

2

1

2

2






















x

 

Таким образом, 
 

1
2

2

233

2

4
2cos 










 
x . 

Ответ. нет решений. 

Задача 40. Решить уравнение  

   xπxπx  2/7cos2cos|sin|2 2
. 

Воспользуемся формулами приведения и тем, что 22 |sin|sin xx  : 

xxx 2sincos|sin|2   2|sin|cos|sin|2 xxx     0|sin|cos2|sin|  xxx . 

Получим 0|sin| x  kx   или |sin|cos2 xx  .  

Отсюда при 0sin x  имеем xx sincos2  , 2tg x , то есть kx  2arctg .  

С учетом условия 0sin x  получим kx  22arctg .  

Аналогично при 0sin x  имеем xx sincos2  , 2tg x  и kx  22arctg  (с учетом 

условия 0sin x ). 

Ответ. kx  ,  nx  22arctg ,  Znk , . 

Задача 41. Определить количество решений уравнения 

xx 3sin3  . 

 Построим графики левой и правой частей уравнения  

xx 3sin3    (рис.4).Очевидно, что графики этих функций 

пересекаются в начале координат и еще в двух симметричных 

относительно начала координат точках.  

Так как функция 3xy   является строго возрастающей на 

всей числовой оси, а функция xy 3sin  ограничена и периодична 

(период 
3

2
T ), других точек пересечения графиков функций нет.  

Ответ. 3. 

ПРОГРЕССИИ 

 

Задача 42. Найти сумму всех четных трехзначных чисел, делящихся на 3. 

Решение.  Всякое четное число, делящееся на 3, делится на 6; наименьшим трехзначным 

числом, обладающим этим свойством, является 102. Числа 102, 108, 114, … образуют 

арифметическую прогрессию с разностью 6d . Общий член прогрессии задается формулой: 

-1 

-1 

1 x 

y 

О 
 

 

Рис. 4 
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. Так как все члены искомой суммы – трехзначные числа, то  

9996)1(102  n , 5,150
6

897
1

6

102999
1 


n .  

Таким образом, число слагаемых, составляющих искомую сумму, равно 150n .  

По формуле суммы арифметической прогрессии:  

823056
2

149150
102150

2

)1(
1 





 d

nn
anSn . 

Ответ.  82305. 

 

Задача 43.  Длины сторон прямоугольного треугольника образуют геометрическую 

прогрессию (рис. 5). Найти острые углы этого треугольника. 

Решение: по теореме Пифагора , тогда 

 2242 1 qaqa   и   
 

.  

 

Решая квадратное уравнение, получим: 

 

 
2

51

2

51

2

411 2

2,1

2 






 qq ; 

; 

 

 
2

15

4

512

51

21
cos

22












qaq

a
 I четв.); 

2

15

51

21
cos

2







qaq

aq
β .   

Ответ.
2

15
arccos;

2

15
arccos


. 

 

Задача 44. Сумма первых тринадцати членов некоторой арифметической прогрессии 

составляет 50% от суммы последних тринадцати членов этой прогрессии. Сумма всех членов этой 

прогрессии без первых трёх членов относится к сумме всех членов без последних трёх как 5 : 4. 

Найти количество членов этой прогрессии.  

Решение. Пусть a − первый член арифметической прогрессии, через d — разность, через n — 

количество членов. Тогда сумма первых тринадцати ее членов будет равна: 

)6(13
2

)122(13

2

)12(13

2

)(13
1

111131
13,.,1 da

dadaaaa
S 








 , 

сумма последних тринадцати 

членов: 







 


2

)1()13((13

2

)(13 1113
,.,13

dnadnaaa
S nn

nn  

))7((13
2

)142(2(13
1

1 dna
dna




 ; 

сумма всех членов без первых трех: 

2

)1(3)(3(

2

))(3( 114
,.,4

dnadanaan
S n

n





 ; 

сумма всех членов без последних трех: 

6)1(102  na
n

   2222 aqaaq 

0124  qq

2

51
q

(

 

 
 

 

 

Рис. 5 
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2

))4(2)(3(

2

))(3( 131
3,.,1

dnanaan
S n

n





 

 . 

По условию nnSS ,.,1313,.,12  , то есть 

))7((13)6(26 11 dnada  .  

Далее получим 

4

5

3,.,1

,.,4


n

n

S

S
,   3,.,1,.,4 54  nn SS ; 

2

))4(2)(3(
5

2

)2(2)(3(
4 11 dnandnan 




; 

))4(2(5))2(2(4 11 dnadna  . 

Решая систему  


















,0)28(2

;0)19(

.0)28(2

;0)13247(13

1

1

1

1

dna

dna

dna

dna
, получим 

0)366(  dn , откуда найдем 22n  (так как по условию 0d ). 

Ответ. 22. 

Задача 45. Последовательность na задана рекуррентно: ,321  nn aa 11 a . Вычислить 

)3(log 20233 a  

Решение. Пусть ,3 nn ax тогда  32311   nnn aax ,  

,21 nn xx  ,24 2
1 x ,24 2

1 x ,23
2 x ..., ,2 1 n

nx тогда  

123  n
na ,   2log20242log)3(log 3

12023
320233  a  

Ответ. 2log2024)3(log 320233 a  

Задача 46. Доказать, что 
раз раз раз 2

3...332...221...11
nnn

 .  

Решение. По определению десятичной записи числа  
1210

раз 2
101...1011011...11  n

n
 - это сумма геометрической прогрессии, поэтому  

 
9

110

110

1101
101...1011011...11

22
1210

раз 2







 

nn
n

n
. 

Так как 
раз раз 

1..1122...22
nn

   и 
раз раз 

1..1133...33
nn

 , то аналогично получаем  

9

110
22...22

раз 




n

n
   и 

9

110
33...33

раз 




n

n
. 

Тогда  

раз 

2

22

раз раз 2

3...33
9

110
3

9

2102110

9

110
2

9

110
2...221...11

n

n

nnnn

nn













 













 

 

ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ 

 

Задача 47 (задача Дирака). Представить произвольное натуральное число в виде выражения, 

в запись которого входят три двойки и произвольные математические символы. 

Ответ. 
радикаловN

N 2...loglog 22 .   

Замечание. 
радикалов2020

22 2...loglog2020  .  

Задача 48. Сколько членов содержит последовательность  
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...ln...lnln...,,3lnlnln,2lnln,1ln 321 naaaa
разn

n  ? 

Решение. Найдем область определения ...ln...lnln na
разn

n  : 




























;0lnlnlnln

;0lnlnln

;0lnln

;0ln

;0

n

n

n

n

n






























;

;

;

;1

;0

ee

e

en

en

en

n

n

 

Эти неравенства выполнены для ,3,2,1n   при 4n  не выполняется условие 154  ee . 

 

Задача 49. Доказать, что 
2019

1

2019

2020
ln

2020

1
 . 

Решение. 









2019

1
1ln

2019

2020
ln . На графике 

(рис.6) видно, что xx  )1ln( , но можно проверить этот 

факт и аналитически. Составим разность 

xxxf  )1ln()(  и вычислим производную:  

1
1

1
)('







x

x

x

x
xf . На интервале (-1; 0) 

производная положительна, при х >0 – отрицательна, 

следовательно, х = 0 – точка максимума разности, и 00)01ln()0( f , а значит, в остальных 

точках области определения разность xx  )1ln(  меньше 0. Следовательно, xx  )1ln( , и 

2019

1

2019

1
1ln

2019

2020
ln 








 . 

С другой стороны,
2020

1

2020

1
1ln

2020

2019
ln

2019

2020
ln 
















 , следовательно, 

2020

1

2019

2020
ln  . 

 

Задача 50. Решить уравнение 2− log sin x cos x = log cos x sin x.  

Решение.  Уравнение определено при 0sin x , 0cos x , 1sin x , 1cos x .  

Приведем логарифм в правой части уравнения к основанию  sin x : 

2 − log sin x cos x=1/(log sin x cos x ). 

После преобразований получим:  

(log sin x cos x − 1)2=0     log sin x cos x=1. 

После потенцирования будем иметь:  

cos x = sin x,    x = π/4 + kπ,  Zk  

Среди полученных значений ОДЗ удовлетворяют только решения вида x = π/4 + 2kπ.  

Ответ. x = π/4 + 2kπ, Zk . 

Задача 51. Решить неравенство 09logloglog 12

2

1 x .  

Решение. Найдем область определения: 

y = ln(1+x) 

           y = x y 

x  О 

Рис. 6 
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ОДЗ: 



















































,19log

;1log9log

;2

;01

;09loglog

;09log

;11

;01

1

11

12

1

x

xx

x

x

x

x

x

x

 

но так как неравенство 1log9log 11   xx  может выполняться только при ,11x  то окончательно 

область определения: 
 

 























 ;1log9log

;11

;2

;1

11 x

x

x

x

xx

 .10,2

.91

;2

;2

;1























x

x

x

x

x

 

 

Исходное неравенство:  
 

1log9logloglog

2

112

2

1 x
. 

Поскольку основание логарифма меньше единицы, при потенцировании 

знак неравенства меняется на противоположный: 

29log2log9loglog19loglog 121212   xxx . 

Знак неравенства сохраняется, так как основание логарифма больше единицы. Тогда  имеем 

        01919,1log9log
222

11 xxxxx  



          .02403131031 22
 xxxxx  

С учетом области определения  (рис.7)  10;4x .  

Ответ.  10;4x . 

НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

 

Задача 52. Функция )(xfy  определена при всех Rx и удовлетворяет для некоторого числа 

0k  соотношению   )(1)(1)( xfxfkxf  . Доказать, что )(xfy   - периодическая функция 

и найти период. 

Решение. По условию 
 )(1

)(1
)(

xf

xf
kxf




 . Тогда 

)(

1
)2(

xf
kxf  , тогда 

)(
)2(

1
)4( xf

kxf
kxf 


  - значит функция периодическая, период k4 . 

Задача 53. Функция )(xf  при всех Rx  удовлетворяет неравенствам )()()( yfxfyxf 

и xxf )( . Найти все такие функции )(xf . 

Решение. Из неравенства xxf )(  при 0x  следует, что 0)0( f , а из 

)()()( yfxfyxf  при 0y  следует, что )0()()0( fxfxf  . Тогда )0(0 f , а значит 

0)0( f . 

При xy  :  )()(0)()())(( xfxfxfxfxxf  

)()( xfxf  . 

По свойствам функции )(xf : xxfxxf  )()( , тогда  

 

 

х 

Рис. 7 
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)()()( xfxxfxfx  . Учитывая условие xxf )( , получаем xxf )( (для всех

Rx ). 

Ответ. xxf )( . 

Задача 54. Для функции 
24

4
)(




x

x

xf  найти значение суммы S : 

)1(
2023

2022
...

2023

2

2023

1
)0( fffffS 


























 . 

Решение. 1
24

4

24

4
)1()(

1

1












x

x

x

x

xfxf , тогда рассмотрим выражение S2 : 

 

1012
2

2024

2024)0()1(...
2023

1
1

2023

1
)01()0(

)0(1...
2023

2021

2023

2022
)1(

)1(
2023

2022
...

2023

2

2023

1
)0(2





































































S

ffffff

fffff

fffffSSS

Ответ. 1012S  

Задача 55. Функция ( )f x  задана при всех вещественных x  и при всех вещественных x

удовлетворяет неравенству  2 ( ) 2 ( ) 2 2.f x f x f x   
 

Доказать, что для каждого 

вещественного числа x выполняется неравенство ( ) 4.f x   
 

Решение. Возводя неравенство 

 2 ( ) 2 2 ( ) 2f x f x f x     

в квадрат, приходим к неравенству  

   2 ( ) 4 2 2 ( ) 2 2 ( ) 2f x f x f x f x f x         

   2 4 2 2 ( ) 2f x f x f x       

 2 4,f x   

а так как x  - произвольное число, то для каждого вещественного числа x будет выполнятся
( ) 4.f x   

 

Задача 56. Функция  f  такова, что 
(2 3 ) ( ) 2 8f x y f x y x y     

 
для всех x, y. Найти всевозможные значения выражения 

(5 ) ( )
.

(4 ) (3 )

f t f t

f t f t




 

Решение. Подставим в функциональное соотношение y x  : (5 ) (0) 10 .f x f x  

Стандартный прием. Функциональное уравнение верно при всех значениях неизвестных 

(неизвестной), поэтому можем подставлять любые их значения. Если неизвестных 2 или больше, 

часто работает метод уничтожения одной из них. Замена    5 2 0x t f t t f     для 

всех t,  0f - постоянное число. Преобразовали равенство до такого вида, когда легко посчитать 

значение дробного выражения. 

Тогда,        5 10 0 5 8f t t f f t f t t       . 

Аналогично,    4 3 2f t f t t   . 
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Следовательно, 
(5 ) ( )

4.
(4 ) (3 )

f t f t

f t f t





 

Ответ:4. 

 

Задача 57. Найти предел последовательности 
)12()12(

1
...

53

1

31

1










nn
xn . 

Решение.  

Так как  

,
12

1
1

2

1

12

1

12

1
...

5

1

3

1

3

1

1

1

2

1

)12()12(

1
...

53

1

31

1

































































n

nn

nn
xn

 

то  
2

1

12

1
1

2

1
limlim 












 n
x

n
n

n
. 

Ответ: 
2

1
 

Задача 58. Дана последовательность с общим членом  
49

53






n

n
xn . Известно, что  

3

1
lim 


n

n
x

. Определить число точек nx , лежащих вне интервала 








3000

1003
;

3000

997
. 

Решение.  

Заметим, что число 
3

1
 - середина интервала, так как 


















1000

1

3

1
;

1000

1

3

1

3000

1003
;

3000

997
. 

Поэтому необходимо найти число точек, у которых отклонение от предела больше, чем на 
1000

1
.  

Эти точки удовлетворяют неравенству 

1000

1

)49(3

19

)49(3

19

3

1

49

53

3

1















nnn

n
xn , 

.
27

7
7030

27

1219000
019000)49(3

1000

1

)49(3

19









n

nn
n

 

Ответ: вне интервала находятся 703 точки 

Задача 59.  

Доказать неравенство  
 

8
...21

12...31
333

333







n

n
an  для всех Nn  и найдите  0n ,  при 

котором 992,7
0
na . 

Решение.  

Обозначим 333 ...21 nSn  , тогда 

     nn SnnS 3333333
2 212...312...21  , 

n

nn
n

S

SS
a

82 
 . 
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Известно, что 
  2

333

2

1
...21 







 


nn
nSn , тогда  

.8
)1(

1216
8

)1(

48

)1(

)1(8)12()2(8

22

2

22

2222
2





















n

n

n

n

nn

nnnn

S

SS
a

n

nn
n

 

 

Найдем значение :0n  

.199912000
1

1
4

500

1

500

1

)1(

1

1

4

008,0
)1(

1216
008,08992,7

)1(

1216
8

02

22


























n
n

n

nn

n

n

n

n
an

 

Ответ: .1999120000 n  

 

Задача 60.  

Функция )(xf определена для всех  1;1x , имеет конечную производную при всех 

 1;1x  и )1()()( 22  xxxfxf . Найти значение производной )(xf   при 0x . 

 Решение.  

Продифференцируем  обе части равенства )1()()( 22  xxxfxf : 

.12)()(2)(2 2  xxfxfxfx  

Найдем :)0(f  

0)0(0)0()0( 2  fff или 1)0( f .  

При 0x получаем : 1)0()0(2  ff , откуда следует, что значение 0)0( f не подходит. 

Значит 1)0( f  и 
2

1
)0( f . 

Ответ: 
2

1
)0( f  

 

СТЕРЕОМЕТРИЯ 

 

Задача 61. Существует ли тетраэдр, все грани которого – 

равнобедренные треугольники, причём никакие два из них не равны? 

Решение. Допустим, такой тетраэдр ABCD существует (рис.8).  

Докажем сначала, что из одной вершины не может выходить три равных 

ребра. Действительно, если АВ = АС = AD, то, так как среди 

отрезков ВС, BD и CD есть два равных, то среди 

треугольников  ABC,  ABD, ACD  есть хотя бы два равных. 

Далее заметим, что две соседние грани – равнобедренные треугольники, 

не могут иметь общее основание. Действительно, если АВ = АС  и  DB = DC, 

то треугольники ADB и ADC равны. Теперь заметим, что ни один из треугольников не может быть 

равносторонним. Действительно, если  АВ = ВС = АС, то хотя бы одно из 

рёбер  АВ,  ВС,  АС является основанием в обоих содержащих его треугольниках. Далее, без 

ограничения общности можно считать, что АВ = АС,  ВС = BD. Тогда, так как  AD ≠ АВ, то  AD = BD. 

Аналогично, DC = АВ. Следовательно, треугольники  ABC и  ACD  равны. Следовательно, такого 

тетраэдра не существует.   

 Ответ. Такой тетраэдр не существует. 

Задача 62. Коробка конфет имеет форму правильной шестиугольной призмы со стороной 

А 

B 

C 

D 

Рис. 8 
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основания 10 и высотой 35 . Из двух разных вершин коробки 

ABCDEF A1B1C1D1E1F1 (рис. 9) одновременно с одной и той же 

скоростью начинают двигаться две мухи, меняя направление 

движения только в вершинах. Одна муха начинает движение в 

вершине A и двигается только по ребрам призмы, другая – только по 

диагоналям оснований и боковых граней. Через некоторое время мухи 

встречаются. В каких вершинах коробки может произойти встреча?  

 

 

Решение. Пусть первая муха прошла до встречи m сторон 

основания и n боковых ребер, а вторая муха − i меньших диагоналей основания (длины 310 ), j 

больших диагоналей основания (длины 20) и k диагоналей боковых граней (длины 75 ). Поскольку 

мухи двигаются с одной скоростью, то пройденные ими пути равны:  

kjinm 75203103510  , 

откуда находим  m = 2j, n = 2i, k = 0. Таким образом, первая муха прошла четное число (n = 2i) 

боковых ребер,  поэтому встреча произошла на исходном основании; и прошла четное число (m = 

2j) сторон основания,  поэтому встреча произошла на одной из трех вершин.  

Ответ. В вершинах  A, C, E. 

 

Задача 63. На какое наименьшее число неперекрывающихся тетраэдров можно разбить куб?  

Решение. Легко видеть, что куб можно разбить на 5 тетраэдров. На рисунке 10 это тетраэдры 

АА'В'D', АВ'ВС, АСDD', В'С'D'С и АСD'В'. 

 

 

Докажем теперь, что на меньшее число тетраэдров 

разбить куб нельзя. Пусть куб с ребром  а  разбит на несколько 

тетраэдров. Имеются, по крайней мере, два из них, основания 

которых лежат на грани АВСD куба. Точно так же имеются по 

крайней мере 2 тетраэдра с основаниями на грани А'В'С'D'. 

Эти тетраэдры заведомо отличны от первых двух, так 

как у тетраэдра не может быть двух параллельных граней. 

Итак, у нас уже есть 4 тетраэдра. Их общий объем не больше 

чем 2а3/3, то есть меньше объёма куба. Таким образом, на 4 

тетраэдра куб разбить нельзя. 

Ответ. 5. 
 

Задача 64. Пирит, или зеркало инков, образует кристаллы кубической формы. Обнаружены два 

кристалла-двойника пирита, вросшие друг в друга так, что диагональ куба у них общая, и один из 

двойников переходит в другой при повороте вокруг этой диагонали на 60 градусов. Определить, 

какую форму имеет общая часть этих кристаллов, и найти ее объем, если длина ребра каждого куба 

равна 5 см.  

Замечание. Кубические кристаллы также образуют флюорит, галит (каменная соль), редко – алмаз. 

Решение. Выясним, какая фигура является общей частью куба ABCDA1B1C1D1 и куба, 

полученного из него поворотом вокруг прямой BD1 на угол 60° (рис. 11). 

 

Рис. 9 

A 

A’ 

B С 

D 

D’ 

С’ B’ 

Рис.10 
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Рассечем куб плоскостью, проходящей через середины сторон AD, DC, CC1, C1B1, A1B1, AA1. 

Обозначим эти середины E, F, G, H, I, J, соответственно (рис. 12). Поскольку шестиугольник 

EFGHIJ является правильным, при повороте на 60 градусов он переходит сам в себя. Причём, 

треугольник BFG переходит в треугольник BGH. Следовательно, в искомой общей части не будет 

содержаться тетраэдр  B1BFG. Аналогично, в общей части не будут содержаться тетраэдры BA1GH, 

BAIH, BCEJ   и остальные угловые тетраэдры. Таким образом, общей частью будет фигура, 

составленная из двух правильных шестиугольных пирамид с вершинами B и D1, общим основанием 

которых является правильный шестиугольник EFGHIJ (рис.13).  

Сторона основания 
2

25
 (рис. 14), 

4

375

4

3

2

25
6

2















оснS  см2.  

Высота равна половине диагонали куба, то есть 3
2

5
 см,  

8

375

2

35

4

375

3

1

3

1
 hSV оснпирам  см3. 

Искомый объем равен: 
4

375
2  пирамVV   см3. 

Ответ: 
4

375
 см3. 

 

Задача 65. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  сторона основания равна a . 

Точка N  - середина ребра SB , точка M  -середина ребра SС . Расстояние между прямыми CN  и 

DM  равно d . Найти объем пирамиды MCDF . 

Решение. 

Выполним дополнительные построения. В плоскости SBС через точку M проведем прямую, 

параллельную прямой CN , и найдем точку F , в которой построенная прямая пересекает прямую 

BС (рис.15). Точку F соединим с точкой D . Так как прямая CN параллельна прямой FM , лежащей 

в плоскости DMF , то прямая CN параллельна плоскости DMF , и поэтому расстояние от любой 

точки прямой CN до плоскости DMF  равно расстоянию между скрещивающимися прямыми CN и 

DM , т.е. равно d . 

Проведем далее в диагональной плоскости SAC прямую ML  параллельно SO . Тогда прямая 

ML перпендикулярна плоскости ABC . Пусть точка К  - середина стороны DF  треугольника DMF

. Тогда, соединив точки M и К  , получим DFМК   и, соединив точки L и К  , получим DFLК 

. 

Рис. 11 

Рис. 12 Рис. 13 

 

Рис. 14 

F 

G 

5 

5/2 

5/2 

5 
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Рис.15. 

 

Так как объем пирамиды SABCD  

,
33

1 2

SO
a

SOSV ABCD   

то ясно, что для его определения необходимо найти высоту SO . 

 Положим для краткости xSO  , тогда 
2

x
ML  . Соединим точки O  и К .   

В 
4

2

2

1
:

a
OCOLOLK  , 

4

3

42

aaa
PKOPOK   и 

4


СOK . Тогда 

16

5

4
cos2

2
222 a

OKOLOKOLLK 


. 

 В 
16

5

4
:

22
222 ax

LKMLMKМLK  . 

В 
4

5

4
:

22
2222 aa

aCFCDDFCDF  . 

Найдем объем пирамиды MCDF двумя способами: 

242

1

3

1 2xa
MLCFDCVMCDF 








 , 

,2520
482

1

3

1 22 ax
ad

dMKDFVMCDF 







  

22

22
2

52

5
2520

4824 da

ad
xax

adxa


   и 

22

3

56

5

da

da
VMCDF


 . 

Ответ: 
22

3

56

5

da

da
VMCDF


  
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ФИЗИКА 

Олимпиада по физике проводится в письменной форме. Задания, включенные в 

билеты олимпиады, предполагают подготовленность участников по вопросам из 

следующих разделов курса физики. 

1. Механика (кинематика, динамика, статика, законы сохранения в механике, 

механические колебания и волны).  

Кинематика. Механическое движение и его виды. Относительность механического 

движения. Скорость. Ускорение. Равномерное и равнопеременное, прямолинейное и 

криволинейное движение. Свободное падение (ускорение свободного падения). Движение 

по окружности с постоянной по модулю скоростью. Центростремительное ускорение. 

Движение тела, брошенного вертикально вверх, горизонтально и под углом к горизонту. 

Динамика. Инерциальные системы отсчета. Масса тела. Плотность вещества. Сила. 

Первый, второй и третий законы Ньютона. Принцип относительности Галилея. Принцип 

суперпозиции сил. Свободное падение тел. Закон всемирного тяготения. Искусственные 

спутники Земли. Сила тяжести. Вес и невесомость. Сила упругости. Закон Гука. Сила 

трения. Давление.  

Статика. Момент силы. Условия равновесия твердого тела. Давление жидкости. 

Закон Паскаля.  

Закон Архимеда. Условия плавания тел. 

Законы сохранения в механике. Импульс тела. Импульс системы тел. Закон 

сохранения импульса. Работа силы. Мощность. Работа как мера изменения энергии. 

Кинетическая энергия. Потенциальная энергия. Закон сохранения энергии. Закон 

сохранения полной механической энергии. 

 Механические колебания и волны. Гармонические колебания. Уравнение 

гармонических колебаний. Амплитуда, фаза, период колебаний и частота колебаний. 

Свободные колебания (математический и пружинный маятники). Длина и скорость волны. 

 

2. Молекулярная физика. Термодинамика (молекулярно-кинетическая теория, 

законы идеального газа и термодинамики). 

Молекулярная физика. Модели строения газов, жидкостей и твердых тел. Диффузия. 

Взаимодействие частиц вещества. Модель идеального газа. Давление и средняя 

кинетическая энергия теплового движения молекул идеального газа. Абсолютная 

температура. Уравнение состояния идеального газа. Изопроцессы. Адиабатический 

процесс. Изменение агрегатных состояний вещества. 

Термодинамика. Работа в термодинамике. Внутренняя энергия. Количество теплоты. 

Теплопередача. Теплоемкость вещества. Удельная и молярная теплоёмкость. Уравнение 

теплового баланса. Законы термодинамики. Принцип действия и КПД тепловой машины. 

Свойства жидкостей. Силы поверхностного натяжения. Капиллярные явления. 

 

3.Электродинамика (электрическое поле, постоянный ток, магнитное поле, 

электромагнитная индукция, электромагнитные колебания и волны). 

Электрическое поле. Электризация тел. Взаимодействие зарядов. Закон сохранения 

электрического заряда. Закон Кулона. Напряженность электрического поля. Принцип 

суперпозиции электрических полей. Потенциал электрического поля. Проводники в 

электрическом поле. Электрическая ёмкость. Конденсаторы. Параллельное и 

последовательное соединение конденсаторов. Энергия электрического поля конденсатора. 

Законы постоянного тока. Электрический ток. Носители свободных электрических 

зарядов в металлах, жидкостях и газах. Сила тока. Работа тока. Напряжение. Мощность 

тока. Электродвижущая сила. Закон Ома для полной электрической цепи. Сопротивление 
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при последовательном и параллельном соединении проводников. 

Магнитное поле. Индукция магнитного поля. Сила Ампера. Сила Лоренца. Масс- 

спектрограф. Магнитный поток. Электромагнитное поле. Закон электромагнитной 

индукции Фарадея. Вихревое электрическое поле. Самоиндукция. Индуктивность. 

Электромагнитная индукция. Явление электромагнитной индукции. Магнитный поток. 

Закон электромагнитной индукции Фарадея. Правило Ленца. Самоиндукция. 

Индуктивность. Энергия магнитного поля. 

Электромагнитные колебания и волны. Свободные и вынужденные 

электромагнитные колебания. Колебательный контур. Гармонические электромагнитные 

колебания. Переменный ток. Электромагнитное поле. Свойства электромагнитных волн. 

Идеи теории Максвелла. Электромагнитное поле. Электромагнитные волны. Радио. 

 

4. Геометрическая, волновая и квантовая оптика. Прямолинейное 

распространение света. Законы отражения и преломления света. Полное внутреннее 

отражение. Линзы. Оптическая сила линзы. Формула тонкой линзы. Построение 

изображений в плоском зеркале и в линзах. Глаз как оптическая система. Интерференция, 

дифракция, поляризация и дисперсия света. Дифракционная решетка. Корпускулярно-

волновой дуализм. Гипотеза Планка о квантах. Фотоэффект. Уравнение Эйнштейна для 

фотоэффекта. Фотоны. Энергия, масса и импульс фотона. 

 

5. Физика атома и атомного ядра. Планетарная модель атома. Постулаты Бора. 

Линейчатые спектры. Излучение и поглощение фотонов при переходе атома с одного 

уровня энергии на другой. Нуклонная модель ядра Заряд ядра. Массовое число ядра. 

Изотопы. Ядерные силы. Дефект массы ядра. Радиоактивность. Альфа-распад. Бета-распад. 

Гамма-излучение. Закон радиоактивного распада. 

 
СТРУКТУРА БИЛЕТА И МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ 

ЗАДАНИЙ ОЛИМПИАДЫ 

          В билет участника олимпиады включено пять заданий по физике. Задачи в 

билете расположены в порядке возрастания уровня их сложности. Максимальное значение 

баллов за решение задачи выставляется при условии, что приведено полное решение задачи, 

включающее следующие элементы: а) кратко записано условие задачи, записаны основные 

положения теории и физические законы, закономерности, применение которых необходимо 

для решения задачи выбранным способом; в случае необходимости приведены грамотные 

рисунки и пояснения к ним; б) описаны все вводимые в решении буквенные обозначения 

физических величин (за исключением обозначений используемых в условии задачи и 

основных констант) с пояснениями; даны описания физических величин, встречающихся в 

задачах; в) проведены все необходимые математические преобразования (допускаются 

пояснения на их проведение) и расчеты, приводящие к правильному числовому ответу; г) 

представлен правильный ответ как в общем виде так и в численном значении с указанием 

единиц измерения искомой величины. Если задача решена не полностью, то этапы ее 

решения оцениваются в соответствии с критериями оценок по данной задаче (следует 

отметить, что если правильно записано краткое условие, но решение отсутствует, то за 

задачу выставляется 0 баллов, также наличие правильного ответа при полном отсутствии 

текста решения тоже 0 баллов). Итоговый результат каждого участника подсчитывается как 

сумма баллов за выполнение каждой задачи. Олимпиадные задачи не требуют знания 

материала, который не предусмотрен в школьной программе по физике и математике, 

однако предполагают умения строить физические модели, анализировать условия задания, 

глубоко понимать сущность законов физики, самостоятельно применять их в различных 

ситуациях, а также безупречно владеть математическим аппаратом. 
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ПРИМЕРНЫЙ ПЛАН РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

1. Работа над условием: 

 − краткая запись условия и выяснение смысла терминов (рисунки, чертежи); 

 − анализ физических явлений, процессов, описанных в задаче; 

 − приведение всех данных к СИ; 

 − запись упрощающих предположений.  

2. Поиск необходимых уравнений, связывающих физические величины, которые 

характеризуют рассматриваемое явление или процесс. 

3. Решение задачи в общем виде. 

4.Анализ полученного результата (действие с наименованиями, проверка на частных 

случаях, решение другим способом).  

5. Получение числового ответа. 
 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 

Пример 1. Между обкладками плоского конденсатора находится стеклянная пластина 

с диэлектрической проницаемостью 7. Емкость конденсатора 10 мкФ, напряжение на его 

обкладках - 1,0 кВ. Какую работу нужно совершить, чтобы вынуть пластинку из 

конденсатора, не отключая его от источника питания? 

Дано: ε = 8,   С = 12·10-6 Ф,    U = 1,5·103 В.  

Решение: 

 Работу можно определить через разность энергий конденсатора после и до 

вынимания пластинки:  

А=W2-W1. 

 Поскольку конденсатор не отключали от источника, напряжение на его обкладках 

сохранялось. Энергия конденсатора: 
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Численный расчет: 
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Пример 2. Четыре одинаковых заряженных шарика размещены в вершинах квадрата. 

Заряд каждого шарика равен 200 нКл. Сторона квадрата равна 10 см. Какую работу 

необходимо совершить, чтобы расположить заряды в вершинах тетраэдра с ребром 10 см? 

Дано: q = 100·10-9 Кл,     a = 0,1м. 
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Решение: 

Работу А можно определить через изменение потенциальной энергии системы 

зарядов. Потенциальная энергия определяется соотношением:
r

qq
kEп

21  

Если заряды находятся в вершинах квадрата, четыре расстояния при парном 

взаимодействии зарядов равны a и два равны a 2  . Таким образом, потенциальная энергия 

при данном расположении зарядов будет рана: 

)24(
2

1 
a

q
kEп  

Если заряды размещены в вершинах тетраэдра, все расстояния будут равны a (таких 

расстояний будет шесть) и потенциальная энергия будет равна: 

a

q
kEп

2

2
6  

Тогда разность этих двух энергий будет равна: 
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Пример 3. Механические маятниковые часы № 1 (в основе – математический 

маятник), находятся на уровне моря. Другие аналогичные часы № 2 - на высоте 6 000 

метров. На сколько секунд за один час отстанут часы №2, находящиеся на указанной 

высоте, от часов № 1? Радиус Земли принять равным 6 370 километров. 

Решение. 

Период колебаний математического маятника 
g

L
T  2 . С увеличением высоты g 

уменьшается, T увеличивается, частота колебаний маятника уменьшается. Маятник часов, 

находящихся на высоте, совершит меньшее число колебаний и часы “отсчитают” меньшее 

время. Показания часов t прямо пропорционально числу колебаний и обратно 

пропорционально периоду. 

T

T

t

t 0

0

 , где t0 - показания часов на уровне моря, T0 -период колебаний маятника часов 

на уровне моря.  

Показания часов на высоте будет равно 
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В результате получим  .с39,3)
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1.  Амперметр c внутренним сопротивлением 1 Ом, подключенный к клеммам 

батареи, показывает ток 5 А. Вольтметр с внутренним сопротивлением 100 Ом, 

подключенный к клеммам этой же батареи, показывает напряжение 10В. Определите ток 
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короткого замыкания. 

Ответ: Iкз = 9,9 А. 

2.  Из точки с координатой Х=0 тело начинает движение и движется в течение 100 

секунд равноускоренно, затем продолжает движение с тем же по модулю ускорением, но 

равнозамедленно. Через сколько секунд от начала движения тело вернётся в точку с 

координатой Х=0. 

 Ответ: t =341с. 

3. Через какое время после первой встречи произойдёт встреча двух заряженных 

частиц, движущихся перпендикулярно магнитному полю с индукцией В? При первой 

встрече частицы двигались взаимно перпендикулярно. Заряд частиц q, масса m. 

Взаимодействием пренебречь.  

Ответ: : 
qB

m
t




2
 

4. Половина плоского воздушного конденсатора заполнена жидким диэлектриком c 

диэлектрической проницаемостью равной четырём. Пластины конденсатора расположены 

горизонтально. Положение конденсатора изменили так, что расположение пластин стало 

вертикальным. Какую часть конденсатора в этом случае надо заполнить таким же 

диэлектриком, чтобы его электроёмкость не изменилась?  

Ответ: 1/5. 

5. Однозарядные ионы с массовыми числами A1 = 20 и A2=22 разгоняются в 

электрическом поле разностью потенциалов U = 4000 В, затем попадают в однородное 

магнитное поле с индукцией B = 0,5 Тл перпендикулярно к магнитным силовым линиям и, 

описав полуокружность, вылетают двумя пучками. Определите расстояние x между этими 

пучками. Атомная единица массы кгm 27
0 1067,1  ,  заряд одновалентного иона 

Клe 19106,1   

Ответ: x = 8 мм. 

6. По проводнику сопротивлением 50 Ом течет ток, сила которого равномерно 

нарастает от 1 А до 4 А за время 6 c. Определить за это время: 1) заряд, протекший по 

проводнику; 2) выделившееся в проводнике количество теплоты. 

Ответ: 15 Kл; 2100 Дж. 

7. Определить расход метана (массовый расход), считая его идеальным газом в 

газопроводе диаметром 800 мм, если скорость течения газа 15 м/с, абсолютное давление 50 

бар, а температура 10С.  

Ответ: 257 кг/с. 

8. Лучшие спринтеры пробегают стометровку примерно за 10 с. Какая экспозиция 

допустима при фотографировании бегуна, если на негативе размытие изображения не 

должно превышать 0,5 мм? Фотосъемка производится с расстояния 10 м, оптическая сила 

объектива фотоаппарата 20 дптр. 

Ответ: 0,01 с. 

9. Требуется передать электрическую энергию на расстояние 10 км по медным 

проводам так, чтобы потеря энергии в проводах не превышала 3%. Напряжение на 

электростанции равно 3 кВ. Мощность тока на подводящих проводах у входа к потребителю 

должна быть равна 10 кВт. Найти массу меди, необходимую для создания линии передачи. 

Удельное сопротивление меди равно 0,017 мкОм∙м, плотность меди равна 8,9∙103 кг/м3. 

Ответ: 5780 кг. 

10. Найдите постоянную Планка, если фотоэлектроны, вырываемые с поверхности 

некоторого металла электромагнитным излучением с частотой 1,2∙1015 Гц, задерживаются 

потенциалом 3,1 В, а вырываемые электромагнитным излучением с длиной волны 125 нм - 
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потенциалом 8,1 В. 

Ответ: 6,6∙10-34 Дж∙с. 

11. Положительно заряженная частица влетает в магнитное поле под прямым углом к 

силовым линиям поля. Величина магнитной индукции равна 0,05 Тл. С каким импульсом 

частица влетела в поле, если её заряд равен 3 зарядам электрона, а сама она описывает 

окружность длиной 16 см? 

Ответ: 
с

мкг 
 22106  

12. Для перевозки щебня служит самоходная баржа класса «река-море». По окончании 

погрузки щебня плотностью 1600 кг/м3 , осадка судна увеличилась на 1 м. Площадь днища 

судна составляет 2200 кв.м. Какой объём щебня загружен в баржу? 

Ответ: 1375 м3 
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